Das Black-Scholes-Merton-Modell

In den frithen 1970er Jahren gelang Fischer Black, Myron Scholes und Robert Mer-
ton ein entscheidender Durchbruch bei der Bewertung von europdischen Aktienop-
tionen.! Sie entwickelten eine spdter als Black-Scholes-Merton-Modell (oder Black-
Scholes-Modell) bekannt gewordene Bewertungsmethodik. Dieses Modell hatte einen
groflen Einfluss auf die Bewertung und das Hedging von Derivaten durch die Marki-
teilnehmer. Im Jahre 1997 wurde die Bedeutung des Modells gewiirdigt, indem Robert
Merton und Myron Scholes der Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften verlichen
wurde. Leider verstarb Fischer Black im Jahre 1995, sonst hdtte er zweifellos ebenso
zu den Preistréigern gehort.

Wie erreichten Black, Scholes und Merton ihr bahnbrechendes Resultat? Forscher
hatten auch schon davor éhnliche Annahmen getroffen und die erwartete Auszah-
lung aus einer europdiischen Option korrekt berechnet. Es ist jedoch, wie wir in
Abschnitt 12.2 erldutert haben, alles andere als einfach, den korrekten Diskontie-
rungssatz fiir diese Auszahlung anzugeben. Black und Scholes benutzten das Capi-
tal Asset Pricing Model (siehe Anhang zu Kapitel 3), um zwischen der am Markt
nachgefragten Optionsrendite und der nachgefragten Aktienrendite einen Zusam-
menhang herzustellen. Dies gestaltete sich schwierig, da die Beziehung sowohl vom
Aktienkurs als auch von der Zeit abhdngt. Mertons Ansatz unterschied sich von den
Uberlegungen von Black und Scholes. Er stellte ein risikoloses Portfolio aus Option
und zugrunde liegender Aktie zusammen und argumentierte, dass die Rendite dieses
Portfolios iiber einen kurzen Zeitraum dem risikolosen Zinssatz entsprechen muss.
Dieser Ansatz entspricht unserem Vorgehen in Abschnitt 12.1 - ist allerdings kompli--
zierter, da sich das Portfolio im Zeitablauf stetig vercindert. Mertons Verfahren stellte
einen allgemeineren Ansatz dar, da es im Gegensatz zum Black-Scholes-Verfahren
nicht die Annahmen des Capital Asset Pricing Models benétigte.

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Mertons Ansatz zur Herleitung des Black-
Scholes-Merton-Modells. Wir erliutern, wie die Volatilitdt entweder aus historischen
Daten oder mithilfe des Modells aus Optionspreisen geschdtzt wird. Wir zeigen, wie
das in Kapitel 12 vorgestellte Konzept der risikoneutralen Bewertung herangezo-
gen werden kann. Zudem werden Erweiterungen des Black-Scholes-Merton-Modells
behandelt, um europdische Kauf- oder Verkaufsoptionen auf Aktien mit Dividenden.-
zahlungen zu bewerten, und wir stellen Ergebnisse zur Bewertung amerikanischer
Kaufoptionen auf Aktien mit Dividendenzahl ungen vor.

14.1 Die Lognormalverteilung von Aktienkursen

Das von Black, Scholes und Merton verwendete Modell fiir das Verhalten von Akti-
enkursen ist genau jenes, das wir in Kapitel 13 vorgestellt haben. Es setzt voraus,
dass die relativen Anderungen des Aktienkurses in einer kurzen Zeitspanne normal-
verteilt sind. Wir definieren:

i erwartete Rendite einer Aktie
o: Volatilitit des Aktienkurses

1 Siehe F. Black und M. Scholes, ,, The Pricing of Options and Corporate Liabilities*, Journal
of Political Economy, 81 (Mai/Juni 1973), 63 7-659; R.C. Merton, ,, Theory of Rational Option
Pricing”, Bell Journal of Economics and Management Science, 4 (Frithjahr 1973), 141-183.

14.1 Die Lognormalverteilung von Aktienkursen

Der Mittelwert der Rendite im Zeitraum At ist uAt und die Standardabweichung
dieser Rendite betriigt o +/At, sodass

955 ~ p(uit; AL (14.1)

At und

ilt. Dabei ist AS die Anderung des Aktienkurses S in der Zeit'spanne ! und
i(n'l v) die Normalverteilung mit dem Mittelwert m und der Varianz v. (Dies is

Gleichung (13.9).)
Wie in Abschnitt 13.7 gezeigt wurde, folgt aus dem Modell
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InSt—InSp ~¢[<u— 7>T;o T|.

Daraus folgt ,

5T ol (u- "_) T;UZT] (14.2)
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und 2
lnST~¢|:lnSO+<u~ 7)T;02T] , (14.3)
wobei St den Aktienkurs zu einem zukiinftigen Zeitpunklt ’I:Sund So dlen ?ﬁiite;i(usrs
i i i igt, dass In ST normalver ,
Zeitpunkt null angibt. Gleichung (14.3) zeigt, > cilt 1
31:31; St lggnormalverteilt ist. Der Mittelwert von In ST betrdgt In So + (1 — 0%/2)7T,
die Standardabweichung o +/T.

isni Wir betrachten eine Aktie mit einem Basispreis von 408, einer
Beispiel 14.1 erwarteten Rendite von 16% per annum und einer Volatilitit

von 20% per annum. Nach Formel (14.3) ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Aktienkurses St nach einer Zeit von sechs Monaten gegeben durch

2
In ST ~ ¢[In40 + (0,16 — 0,2%/2) - 0,5; 0,2% - 0,5)
In St ~ ¢(3,759; 0,02) .
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% nimmt die normalverteilte Variable einen

Wert innerhalb des 1,96fachen der Standardabweichung um ihren Mii['te}llwtlalrtt aI:t
In unserem Fall betriigt die Standardabweichung /0,02 = 0,141. Folglich gilt m:

einer Konfidenz von 95%

3,759 — 1,96 - 0,141 < In S < 3,759+ 1,96 - 0,141 .

Dies kann geschrieben werden als

e3,759—1,96-0,14‘1 <87 < e3,759+1,96-0,141

oder
32,55 < ST < 56,56 .

Demzufolge betriigt die Wahrscheinlichkeit 95%, dass der Aktienpreis in sechs
Q/Ionaten zwischen 32,55 und 56,56 liegen wird. J
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Abbildung 14.1: Die Lognormalverteilung

Eine lognormalverteilte Variable kann jeden Wert zwischen null und unendlich
annehmen. Abbildung 14.1 zeigt eine Lognormalverteilung. Im Unterschied zur
Normalverteilung ist die Lognormalverteilung schief, d.h. asymmetrisch, und Mit-
telwert, Median und Modus sind nicht identisch. Aus Gleichung (14.3) sowie den
Eigenschaften der Lognormalverteilung kann abgeleitet werden, dass der Erwar-
tungswert E(St) von ST gegeben ist durch

E(ST) = SgetT . (14.4)

Dies stimmt mit der Definition von u als erwarteter Rendite iiberein. Man kann zei-
gen, dass die Varianz var(St) von St durch

var(St) = S% eZ“T(eUZT -1 (14.5)

gegeben ist.?

\

Beispiel 14.2 A betrachten eine Aktie mit einem aktuellen Kurs von 20§,

einer erwarteten Rendite von 20% per annum und einer Volati-
litdt von 40% per annum. Der in einem Jahr erwartete Aktienkurs E (ST) und die
Varianz des Aktienkurses var(St) sind gegeben durch

E(S7) =20e"2" = 24,43, und “var(Sy) = 40062021 (e%4*1 _ 1)~ 10354 .

Die Standardabweichung des Aktienkurses in einem Jahr liegt bei /103,54 oder

\10,18. /

2 Zum Beweis der Resultate in den Gleichungen (14.4) und (14.5) siehe Technical Note 2 auf
der Homepage des Autors (www.rotman.utoronto.ca/$\sim$hull/Technical Notes). Eine
ausfihrlichere Diskussion der Eigenschaften der Lognormalverteilung findet sich in J. Ait-
chison und J.A.C. Brown, The Lognormal Distribution, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1966.

14.2 Die Verteilung von Aktienrenditen

14.2 Die Verteilung von Aktienrenditen

Die Tatsache, dass die Aktienkurse lognormalverteilt sind, kann zur Ermittlung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer bei stetiger Verzinsung zwischen dem Zeit-
punkt null und dem Zeitpunkt T erzielten Rendite herangezogen werden. Wir
definieren die annualisierte Rendite iiber diesen Zeitraum von null bis T mit x.
Daraus folgt

St = Soe*T,

und somit

Aus Formel (14.2) ergibt sich

2 2
x~¢<u—%;%> . (14.7)

Demzufolge ist die annualisierte stetige Rendite normalverteilt mit dem Mittelwert
p —o?/2 und der Standardabweichung o/+/T. Mit wachsender Zeit T verringert sich
die Standardabweichung von x. Um die Ursache dafiir zu verstehen, betrachten wir
zwei Félle: T = 1 und T = 20. Die durchschnittliche jahrliche Rendite tiber einen
Zeitraum von 20 Jahren kénnen wir mit gréBerer Sicherheit vorhersagen als diejenige
fiir ein einziges Jahr.

\

Beispiel 14.3 Wir betrachten eine Aktie mit einer erwarteten Rendite von 17%

per annum und einer Volatilitdt von 20% per annum. Die Ren-
dite (bei stetiger Verzinsung) iiber einen Zeitraum von drei Jahren ist normalver-
teilt mit dem Mittelwert von

0,22
0,17 — —— =015

oder 15% per annum sowie einer Standardabweichung von

0,2
—= = 0,1155

V3

oder 11,55% per annum. Da eine normalverteilte Variable mit 95%iger Sicher-
heit innerhalb der 1,96fachen Standardabweichung um ibren Mittelwert liegt,
kénnen wir zu 95% sicher sein, dass die durchschnittliche Rendite iiber einen
Zeitraum von drei Jahren zwischen 15 — 1,96 - 11,55 = ~7,6% und 15 + 1,96 -
11,55 = +37,6% pro Jahrliegen wird. /

-
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14.3 Die erwartete Rendite

Die erwartete Rendite y, die von Anlegern fiir eine Aktie gefordert wird, hingt davon
ab, wie riskant die Aktie ist. Je hoher das Risiko, um so hoher ist die erwartete Ren-
dite. Diese Rendite hingt auflerdem vom allgemeinen Zinsniveau in der Volkswirt-
schaft ab. Je hoher das Niveau der Zinssitze ist, um so hoher ist die erwartete Ren-
dite fiir eine beliebige Aktie. Zum Gliick miissen wir uns nicht im Detail mit den
Determinanten von u befassen. Es stellt sich heraus, dass der Wert der Aktienop-
tion, wenn er unter Zuhilfenahme des gegenwirtigen Wertes der zugrunde liegenden
Aktie ermittelt wird, nicht von u abhingt. Dessen ungeachtet gibt es einen Aspekt
der erwarteten Rendite einer Aktie, der hiufig fiir Verwirrung sorgt und deshalb einer
Erklarung bedarf.

Gleichung (14.1) zeigt, dass uAt die erwartete relative Anderung des Aktienkur-
ses in einem sehr kurzen Zeitabschnitt At ist. Man kénnte nun annehmen, dass p
der erwarteten stetigen Rendite fiir die Aktie entspricht. Dies ist jedoch nicht der
Fall. Die bei stetiger Verzinsung iiber einen relativ langen Zeitabschnitt von T Jahren
tatsichlich realisierte Rendite x betrégt mit Gleichung (14.6)

X—llnﬁ
T T 8

und wie in Gleichung (14.7) angedeutet, ist der Erwartungswert E(x) von x gleich
w—o2/2. ‘

Der Grund fiir die Abweichung der erwarteten stetig verzinsten Rendite von p ist
subtil, aber nicht unbedeutend. Angenommen, wir betrachten eine sehr groBe Anzahl
sehr kleiner Zeitabschnitte der Linge At. Wir definieren S; als den Aktienkurs am
Ende des i-ten Intervalls und AS; als S;, 1 — S;. Unter den Annahmen, die wir fiir das
Verhalten von Aktienkursen getroffen haben, liegt das Mittel der Renditen aus der
Aktie fiir jedes Intervall nahe bei . Mit anderen Worten liegt u dicht am arithmeti-
schen Mittel der AS;/S;. Die iiber den Beobachtungszeitraum erwartete Rendite fiir
eine Verzinsungsperiode Af liegt jedoch dicht bei 1 — 02/2, nicht bei x.3 Business
Snapshot 14.1 liefert ein numerisches Beispiel aus dem Bereich der Investmentfonds,
um diese Aussage zu illustrieren. Zur mathematischen Erklirung beginnen wir mit
Gleichung (14.4):

E(ST) = SgetT .

Durch Logarithmieren erhalten wir
In[E(ST)] = In(Sp) + uT .

Nun ist man versucht, In[E(ST)] = E[In(ST)] zu setzen, sodass E[In(ST)] — In(Sg) =
uT oder E[In(St/So)] = uT wire, was zu E(x) = u fiihrt. Wir kénnen diesen
Schritt jedoch nicht durchfiihren, da In eine nichtlineare Funktion ist. Tatsdchlich
ist In[E(ST)] > Elln(S7)], sodass E[In(St/Sp)l < uT gilt, was zu E(x) < u fihrt.
(Wie oben erwihnt, gilt E(x) = u — 02/2.)

3 Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt zeigen, dass der Begriff erwartete Rendite zweideutig

ist. Er kann sich entweder auf i oder anf . —o? /2 beziehen. Wenn nichts anderes angegeben
ist, wird im gesamten Buch p als erwartete Rendite bezeichnet.

14.4 Die Volatilitat

Business Snapshot 14.1 - Renditeangaben _
von Investmentfonds konnen irrefiihrend sein

Der Unterschied zwischen p und u — 02/2 ist eng mit einem Problem bei den
Renditeangaben von Investmentfonds verbunden. Im Folgenden ist eine Reihe
von jahrlichen Renditen fiir die letzten fiinf Jahre aufgefiihrt, angegeben von
einem Fondsmanager (gemessen bei jéhrlicher Verzinsung): 15%, 20%, 30%,
-20%, 25%.

Das durch Summierung der Renditen und Division durch 5 berechnete arith-
metische Mittel ist 14%. Tatsichlich wiirde ein Anleger allerdings weniger als
14% per annum erzielen, wenn er das Geld fiir fiinfJahre in den Fonds investiert
hétte. Der Wert von 100 $ wire am Ende der fiinf Jahre

100-1,15-1,20-1,30-0,80- 1,25 = 179,40 % .
Im Gegensatz dazu wiirde eine Rendite von 14% bei jahrlicher Verzinsung in
100-1,14° = 192,54 §

resultieren. Die Rendite, welche am Ende der fiinf Jahre 179,40 $ ergibt, liegt bei

12,4%, denn
100-1,124% = 179,40$ .

Welche Durchschnittsrendite soll der Fondsmanager angeben? Er wird sicher
versucht sein, eine Aussage der Art: ,In den letzten fiinf Jahren haben wir eine
jahrliche Durchschnittsrendite von 14% realisiert” zu treffen. Dies stimmt zwar,
ist aber trotzdem irrefithrend. Zutreffender wire die Aussage: ,,Die durchschnitt-
liche Rendite fiir unsere Anleger betrug in den letzten fiinf Jahren 12,4% pro
Jahr.* Fondsmanager sind teilweise gesetzlich verpflichtet, Renditen auf letztere
Weise anzugeben.

Dies ist ein Beispiel fiir ein in der Mathematik wohlbekanntes Resultat. Das
geometrische Mittel einer (nichtkonstanten) Zahlenfolge ist immer kleiner als
das arithmetische Mittel, In unserem Beispiel betragen die Renditefaktoren 1,15,
1,20, 1,30, 0,80 und 1,25. Das arithmetische Mittel dieser Zahlen ist 1,140, das

Geometrische Mittel dagegen nur 1,124. /

14.4 Die Volatilitat

Die Volatilitit o einer Aktie ist ein MabB fiir die Unsicherheit hinsichtlich der mit
einer Aktie verbundenen Renditen. Ublicherweise haben Aktien eine Volatilitét zwi-
schen 15% und 60%.

GemaiB Gleichung (14.7) kann die Volatilitét eines Aktienkurses definiert werden
als die Standardabweichung der Aktienrendite iiber ein Jahr, wenn diese Rendite mit
stetiger Verzinsung ausgedriickt wird. .

Wenn At klein ist, dann folgt aus Gleichung (14.1), dass o2 At nahezu der Vari-
anz der relativen Anderung des Aktienkurses im Zeitraum At entspricht. Das bedeu-
tet, dass o ~/Af nahezu der Standardabweichung der relativen Anderung des Aktien-
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kurses im Zeitraum At entspricht. Angenommen, die Volatilitét betrdgt 0,3 oder 30%
per annum, und der aktuelle Aktienkurs ist 50 $. Die Standardabweichung der rela-
tiven Anderung des Aktienkurses innerhalb einer Woche betriigt ungefdhr

/1
30/ — =4,16% .
52

Eine Bewegung des Aktienkurses um eine Standardabweichung in einer Woche ent-
spricht deshalb 50 - 0,0416, also 2,08 $.

Unsere Unsicherheit hinsichtlich des zukiinftigen Aktienkurses, gemessen durch
seine Standardabweichung, nimmt niherungsweise mit der Quadratwurzel des Zeit-
raums, den wir in die Zukunft blicken, zu. Beispielsweise betrdgt die Standardabwei-
chung des Aktienkurses iiber vier Wochen das Doppelte der Standardabweichung
tiber eine Woche.

Schatzung der Volatilitat aus historischen Daten

Um die Volatilitit eines Aktienkurses empirisch abzuschitzen, wird der Aktienkurs
gewdhnlich tiber bestimimte feste Zeitintervalle (z. B. Tag, Woche oder Monat) beob-
achtet.

Wir definieren:

n + 1: Anzahl der Beobachtungen

Sy Aktienkurs am Ende des i-ten (i = 0,1, ..., n) Intervalls
T Linge des Zeitintervalls in Jahren
und setzen

S
=1 1
i n<5i—1)
firi=1,2,...,n.

Der iibliche Schitzer s der Standardabweichung von u; ist mit

1 n
5= n_lﬁ(uj—ﬁ)z
i=

oder

2
n n
1 5 1
s= uf — —— u;
11—11,_2l I nn-1) (Z 1)

i=1

gegeben, wobei i1 der Mittelwert der u; ist.?
Aus Gleichung (14.2) ergibt sich o./7 fiir die Standardabweichung der u;. Die
Variable s ist folglich ein Schitzer fiir o /7. Das heilt, dass o selbst {iber & geschétzt

werden kann, wobei
s

N
gilt. Man kann zeigen, dass der Standardfehler dieser Schatzung ndherungsweise
&/+/2n betragt.

4 Bei der Schitzung historischer Volatilitdten wird oft 1 = 0 angenommen.

o =

\

14.4 Die Volatilitat

Die Wahl eines geeigneten Wertes fiir n ist nicht einfach. Die Verwendung von
mehr Daten fithrt gewshnlich zu einer hoheren Genauigkeit der Schétzung, aber o
andert sich im Zeitablauf, und Daten, die zu weit zuriickliegen, kénnen fiir die Pro-
gnose der zukiinftigen Entwicklung irrelevant sein. Ein Kompromiss, der recht gut
zu funktionieren scheint, besteht darin, die tdglichen Schlusskurse der letzten 90 bis
180 Tage zu verwenden. Eine hiufig benutzte Faustregel empfiehlt, n entsprechend
der Anzahl an Tagen zu wihlen, iiber die die geschitzte Volatilitit verwendet wer-
den soll. Wenn also die Volatilititsschitzung eingesetzt werden soll, um eine Option
mit zwei Jahren Laufzeit zu bewerten, werden die tédglichen Daten der letzten bei-
den Jahre betrachtet. In Kapitel 22 werden ausgefeiltere Ansétze, wie z. B. GARCH-
Modelle, fiir die Volatilitatsschitzung diskutiert.

\

In Tabelle 14.1 ist eine mogliche Entwicklung des Aktienkurses
withrend der letzten 21 aufeinander folgenden Handelstage auf-
getiihrt. In diesem Fall gilt

Beispiel 14.4

> u;=0,09531 und ) uf=0,00326,

und der Schiitzer der Standardabweichung der téglichen Rendite betrégt

0,00326  0,095312
- = 0,01216

19 380

oder 1,216%. Angenommen, im Jahr gibt es 252 Handelstage, dann gilt v = 1/252
und die Daten liefern eine Schitzung der Volatilitit von 0,01216+/252 = 0,193
oder 19,3% pro Jahr. Der Standardfehler dieser Schitzung betrigt

0,193

/2-20

= 0,031

oder 3,1% pro Jahr.

Tag Schlusskurs ($) Kursverhdltnis  tdgliche Rendite

5i/Si-1 uj = In(S;/S;-1)

0 20

1 20,10 1,00500 0,00499
2 19,00 0,99005 —0,01000
3 20,00 1,00503 0,00501
4 20,50 1,02500 0,02469
5 20,25 0,98780 -0,01227
6 20,90 1,03210 0,03159
7 20,90 1,00000 0,00000
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Tag Schlusskurs ($) Kursverhdltnis  tigliche Rendite
Si/Si—1 u; = In(5;/Sj—1)

8 20,90 1,00000 0,00000

9 20,75 0,99282 —0,00720

10 20,75 1,00000 0,00000

11 21,00 1,01205 0,01198

12 21,10 1,00476 0,00475

13 20,90 0,99052 —0,00952

14 20,90 1,00000 0,00000

15 21,25 1,01675 0,01661

16 21,40 1,00706 0,00703

17 21,40 1,00000 0,00000

18 21,25 0,99299 —0,00703

19 21,75 1,02353 0,02326

20 22,00 1,01149 0,01143 ‘

Tabelle 14.1: Berechnung der Volatilitat

%

Die vorangegangene Analyse beruht auf der Annahme, dass es sich um eine divi-
dendenlose Aktie handelt. Sie kann aber auch auf Aktien mit Dividendenzahlung
angepasst werden. Die Rendite u; aus einem Zeitintervall, das einen Ausschiittungs-
tag (Ex-Dividende-Tag) enthilt, ist gegeben durch

Si+D

u;=1In ,
i—1

wobei D der Betrag der Dividende ist. Die Rendite aus den anderen Zeitintervallen
ist weiterhin

Si
Si—1
Da jedoch steuerliche Faktoren bei der Bestimmung der Renditen unter Berticksich-
tigung einer Dividendenzahlung eine Rolle spielen, ist es wahrscheinlich am besten,
auf Daten fiir Intervalle zu verzichten, die eine Dividendenzahlung enthalten.

u; =In

Kalendertage und Handelstage

Eine wichtige Frage ist, ob die Zeit in Kalendertagen oder Handelstagen gemessen
werden soll, wenn die Volatilitdtsparameter geschéitzt und verwendet werden. Wie
Business Snapshot 14.2 zeigt, haben Untersuchungen ergeben, dass die Volatilitiit an
Handelstagen wesentlich hoher ist als an handelsfreien Tagen. Demzufolge neigen
die Fachleute dazu, handelsfreie Tage zu ignorieren, wenn sie die Volatilitiit aus his-
torischen Daten schitzen oder die Laufzeit einer Option berechnen. Die Volatilitit

14.4 Die Volatilitat

per annum wird aus der Volatilitdt pro Borsentag mithilfe der Formel

Volatilitét per annum = Volatilitdt pro Handelstag

-/Anzahl der Handelstage per annum

berechnet. Genau dies haben wir in Beispiel 14.4 bereits verwendet, als wir die Vola-
tilitiat aus den Daten von Tabelle 14.1 berechnet haben. Fiir Aktien wird gewdéhnlich
angenommen, dass ein Jahr 252 Handelstage umfasst.

Die Laufzeit einer Option wird ebenfalls meist in Handelstagen statt in Kalender-
tagen angegeben. Sie wird berechnet als

T— Anzahl der Handelstage bis zur Filligkeit der Option
- 252 ‘

T wird in Jahren angegeben.

Business Snapshot 14.2 —

Worin liegen die Ursachen der Volatilitat?

Die Vermutung liegt nahe, dass die Volatilitit einer Aktie vom Eintreffen neuer
Informationen am Markt verursacht wird. Diese Informationen bringen die Leute
dazu, ihre Meinung tiber den Wert der Aktie zu iiberdenken. Der Aktienpreis
dndert sich und dadurch entsteht Volatilitdt. Diese Ansicht tiber die Ursachen
der Volatilitdt wird von Forschungsergebnissen nicht unterstiitzt. Mit iiber einen
langeren Zeitraum gesammelten Aktienkursen am Ende jedes Handelstages las-
sen sich folgende Werte berechnen:

1. die Varianz der Aktienrenditen zwischen dem Handelsschluss eines Tages
und dem Handelsschluss des nidchsten Tages, wenn kein handelsfreier Tag
dazwischenliegt,

2. die Varianz der Aktienrenditen zwischen dem Handelsschluss am Freitag
und dem darauffolgenden Handelsschluss am Montag,.

Die zweite Varianz stellt die Varianz von Renditen iiber einen 3-Tages-Zeitraum
dar, die erste Varianz beschreibt einen 1-Tages-Zeitraum. Man kénnte nun erwar-
ten, dass die Varianz im zweiten Fall dreimal so hoch ist wie die Varianz im ers-
ten Fall. Die Untersuchungen von Fama (1965), French (1980) sowie French und
Roll (1986) zeigen, dass dies nicht zutrifft. Die drei Studien schétzten die zweite
Varianz nur um 22%, 19% bzw. 10,7% hoher als die erste Varianz.

Natiirlich kénnte man noch einwenden, dass sich die Resultate damit erkla-
ren lassen, dass mehr Informationen den Markt erreichen, wenn dieser fiir den
Handel gedffnet ist. Doch die Untersuchung von Roll (1984) widerspricht dieser
These. Roll becbachtete die Kurse von Orangensaft-Futures. Die mit Abstand
wichtigsten Informationen fiir Orangensaft-Futures sind Wetterinformationen,
welche an jedem Tag mit gleicher Wahrscheinlichkeit eintreffen konnen. Bei
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einer dhnlichen wie der oben fiir Aktien beschriebenen Analyse stellte er fest,
dass die zweite Varianz (Freitag bis Montag) nur das 1,54fache der ersten betrug.

Die einzig logische Schlussfolgerung aus dem Ganzen ist, dass Volatilitit zu
einem groflen Teil durch den Handel selbst hervorgerufen wird. (Die Hindler
haben gewéhnlich kein Problem, diese Schlussfolgerung anzuerkennen!)

14.5 Die Idee der Black-Scholes-Merton-
Differentialgleichung

Die Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung ist eine Gleichung, die vom Preis
jedes beliebigen Derivates erfiillt werden muss, das von einer dividendenlosen Aktie
abhéngt. Die Gleichung wird im néchsten Abschnitt hergeleitet. An dieser Stelle
untersuchen wir die Grundlagen der verwendeten Argumente.

Die Argumente dhneln jenen No-Arbitrage-Argumenten, die wir in Kapitel 12 zur
Bewertung von Aktienoptionen fiir den Fall verwendet haben, dass Aktienkurse
binomialverteilt sind. Sie umfassen die Bildung eines risikolosen Portfolios, das je
eine Position in einem Derivat und in einer Aktie beinhaltet. Ohne Arbitrageméoglich-
keiten muss die Rendite aus dem Portfolio dem risikolosen Zinssatz r entsprechen.
Dies fiihrt auf die Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung.

Der Grund dafiir, dass ein risikoloses Portfolio gebildet werden kann, besteht darin,
dass Aktienkurs und Derivatpreis von demselben zugrunde liegenden Unsicherheits-
faktor, némlich den Schwankungen des Aktienkurses, betroffen sind. In jedem sehr
kurzen Zeitabschnitt ist der Preis eines Derivates perfekt mit dem Kurs der zugrunde
liegenden Aktie korreliert. Wenn ein geeignetes Portfolio aus der Aktie und dem Deri-
vat zusammengestellt wurde, gleicht der Gewinn oder Verlust aus der Aktienposition
immer den Gewinn oder Verlust aus der Derivatposition aus, sodass der Gesamtwert
des Portfolios am Ende des kurzen Zeitabschnitts mit Sicherheit bekannt ist.

Wir nehmen beispielsweise an, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt die Bezie-
hung zwischen einer kleinen Aktienkursinderung AS und der kleinen Anderung im
Preis einer europiischen Kaufoption Ac gegeben ist durch

Ac =0,4AS.

Wie in Abbildung 14.2 dargestellt, bedeutet dies, dass die Steigung der Funktion,
die die Beziehung zwisclien ¢ und S beschreibt, 0,4 betrigt. Das risikolose Portfolio
besteht aus: '

1. einer Long-Position in 0,4 Anteilen der Aktie,

2. einer Short-Position in einer Kaufoption.

Angenommen, der Aktienkurs steigt um 10 Cent. Dann steigt der Preis einer Option
um 4 Cent und der Gewinn von 0,410 = 4 Cent in Aktien ist gleich dem Verlust von
4 Cent aus der Short-Position in den Kaufoptionen.

Hier zeigt sich ein gravierender Unterschied zwischen der Black-Scholes-Merton-
Analyse und unserer in Kapitel 12 mithilfe des Binomialmodells durchgefiihrten
Analyse. Im Rahmen der Black-Scholes-Merton-Welt ist die Position in der Aktie und
dem Derivat nur fiir einen sehr kurzen Zeitabschnitt risikolos. (Theoretisch bleibt sie

14.5 Die Idee der Black-Scholes-Merton- Differentialgleichung

Callpreis ¢

Steigung = 0,4

Aktienkurs §

Ss
Abbildung 14.2: Beziehung zwischen c und S, der aktuelle Aktienkurs ist S,

nur fiir einen Moment risikolos.) Damit die Position risikolos bleibt, muss sie regel-
miBig angepasst werden.® Die Beziehung zwischen Ac und AS in unserem Beispiel
kann sich etwa von Ac = 0,4AS heute auf Ac = 0,5AS in zwei Wochen dndern. Dies
wiirde bedeuten, dass ein zusitzlicher Anteil von 0,1 Aktien fiir jeden verkauften
Call erworben werden miisste, um die risikolose Position aufrechtzuerhalten. Den-
noch ist es offensichtlich, dass die Rendite aus dem risikolosen Portfolio in einem
beliebigen sehr kurzen Zeitabschnitt dem risikolosen Zinssatz entsprechen muss.
Dies ist der Schliissel zum Verstédndnis der Black-Scholes-Merton-Analyse und fiihrt
zu ihren Bewertungsformeln.

Annahmen

Um die Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung herzuleiten, legen wir die fol-
genden Annahmen zugrunde:

1. Der Aktienkurs folgt dem Prozess, der in Kapitel 13 entwickelt wurde, wobei p
und o konstant sind.

. Der Leerverkauf von Wertpapieren unter vollstindiger Verwendung der resultie-
renden Einnahmen ist méglich.

. Es gibt keine Transaktionskosten oder Steuern. Alle Wertpapiere sind ohne Ein-
schriankung teilbar.

. Wihrend der Laufzeit des Derivates gibt es keine Dividendenzahlungen.

. Der Handel mit Wertpapieren findet fortlaufend statt.

4

5. Es gibt keine risikolosen Arbitragemiéglichkeiten.
6

7

. Der risikolose Zinssatz r ist konstant und fiir alle Laufzeiten identisch.

Wie wir in spéteren Kapiteln behandeln werden, kinnen einige dieser Annahmen
weniger streng formuliert werden. Beispielsweise kénnen ¢ und r eine bekannte
Funktion von ¢ sein. Wir kénnen auch einen stochastischen Zinssatz zulassen, wenn
sichergestellt ist, dass die Aktienkurse zum Ende der Laufzeit der Option immer
noch lognormalverteilt sind.

5 Die Anpassung von Portfolios, das so genannte Rebalancing, behandeln wir ausfiihrlicher in
Kapitel 18.
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14.6 Herleitung der Black-Scholes-Merton-
Differentialgleichung

Die Notation in diesem Abschnitt unterscheidet sich vom Rest des Buches. Wir
betrachten den Preis eines Derivats zu einem beliebigen, von null verschiedenen
Zeitpunkt t. Bezeichnet T den Filligkeitszeitpunkt, dann betrédgt die Restlaufzeit
Tt
Der von uns angenommene Aktienkursprozess ist der in Abschnitt 13.3 entwi-
ckelte:
dS = uSdt+oSdz. (14.8)

Wir nehmen an, dass f der Preis einer Kaufoption oder eines anderen Derivates
von S ist. Die Variable f muss eine Funktion von S und ¢ sein. Damit folgt aus Glei-
chung (13.14)

df = (af +a_f+525]; 25'2> dt + %JSdZ, (14.9)

Die diskreten Versionen der Gleichungen (14.8) und (14.9) sind

AS = uSAt+ o SAz (14.10)

19%f , of

Af = ( f;LS-I— ofot+ 5 —z0 Sz)At+a—§aSAz (14.11)

wobei Af und AS die Anderungen von f und S in einem kurzen Zeitintervall At sind.
Wir rufen uns aus der Diskussion von It6s Lemma aus Abschnitt 13.6 in Erinnerung,
dass die f und S zugrunde liegenden Wiener-Prozesse gleich sind. Mit anderen Wor-
ten, die GréBen Az(= e+/At) aus den Gleichungen (14.10) und (14.11) sind identisch.
Daraus folgt, dass man ein Portfolio aus der Aktie und dem Derivat so zusammen-
stellen kann, dass der Wiener-Prozess eliminiert wird.

Das geeignete Portfolio setzt sich wie folgt zusammen:

—1: Derivat
+3f/3S: Anteile der Aktie .

Der Inhaber dieses Portfolios hat eine Short-Position in einem Derivat sowie eine
Long-Position mit 8f/3S Aktien. Wir definieren I1 als den Wert des Portfolios. Per
definitionem gilt

f

= ~f+ (14.12)

Die Anderung ATT im Wert des Portfolios im Zeitintervall At ist gegeben durch

af

ATT = —Af + (14.13)

Durch Einsetzen der Gleichungen (14.10) und (14.11) in Gleichung (14.13) ergibt sich

an=(-L_2°%72g .
< 3 2 352 At . (14.14)

14.6 Herleitung der Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung

Weil diese Gleichung Az nicht enthélt, muss das Portfolio iiber den Zeitraum At
risikolos sein. Die im vorhergehenden Abschnitt aufgelisteten Annahmen implizie-
ren, dass das Portfolio die gleiche Rendite wie andere kurzfristige risikolose Anlagen
erzielen muss. Wenn mehr als diese Rendite verdient werden kann, kénnten Arbi-
trageure einen risikolosen Profit erzielen, indem sie Geld leihen, um das Portfolio zu
kaufen. Wird weniger verdient, konnten sie ebenfalls einen risikolosen Profit erzie-
len, indem sie die Short-Position in dem Portfolio eingehen und von den Einnahmen
risikolose Wertpapiere kaufen. Es folgt, dass

ATl = rITAt (14.15)

gilt, wobei r der risikolose Zinssatz ist. Durch Einsetzen der Gleichungen (14.12)
und (14.14) in Gleichung (14.15) erhalten wir

of 1% 4 af
A at=r(f-Ls)a
(8t+2852 57 )at=rl/ - 5g5)At

und somit

of o 1 2429 f _
rS—= 4 —o“S = 14.16
at +r aS + 352 =i ( )
Gleichung (14.16) ist die Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung. Entsprechend
den unterschiedlichen Derivaten, die mithilfe von S als zugrunde liegender Variable
definiert werden kénnen, hat sie zahlreiche Losungen. Eine spezielle Losung fiir ein
bestimmtes Derivat hingt von den jeweiligen Randbedingungen (Boundary Condi-
tions) ab. Diese bestimmen die Werte des Derivats an den Grenzen der fiir S und ¢
moglichen Werte. Im Falle einer europdischen Kaufoption lautet die entscheidende
Randbedingung
f=max(S—K,0), fallst=T gilt.

Im Falle einer européischen Verkaufsoption lautet sie
f=max(K - 5,0), fallst= T gilt.

Beziiglich des bei der Herleitung von Gleichung (14.16) benutzten Portfolios sei
betont, dass dieses nicht permanent risikolos ist. Dies ist nur fiir einen infinitesimal
kleinen Zeitabschnitt zutreffend. Wenn sich S und t dndern, so veréndert sich auch
8f/aS. Um das Portfolio risikolos zu halten, ist es notwendig, die relativen Anteile
von Derivat und Aktie im Portfolio immer wieder anzupassen.

~

Beispiel 14.5 Ein Forward-Kontrakt auf eine dividendenlose Aktie ist ein von

der Aktie abhéngiges Derivat, das Gleichung (14.16) erfiillen
sollte. Wir wissen aus Gleichung (5.5), dass der Wert f des Forward-Kontraktes
zu einer bestimmten Zeit ¢ gegeben ist mit

f =S Ke~1‘(T-t) ,
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wobei K der Abrechnungspreis und S der Aktienkurs ist. Damit gilt
9%f
352

Setzen wir dies in die linke Seite der Gleichung (14.16) ein, so erhalten wir

o —rKe T(T-1)

af
at 35 =1

=0.

3

—1Ke "(T-D 4 15,

Dies ist gleich 1f, was zeigt, dass Gleichung (14.16) tatsichlich erfiillt ist.

/

Die Preise gehandelter Derivate

Eine beliebige Funktion £(S, t), welche die Differentialgleichung (14.16) erfiillt, ist
der. theoretische Preis eines gehandelten Derivates. Wenn ein Derivat mit die:;em
P.I‘BIS existieren wiirde, gébe es keinerlei Arbitragemoglichkeiten. Umgekehrt kann
elnt‘a Funktion f(S,t), die die Differentialgleichung (14.16) nicht erfiillt, nicht der
Preis fur ein Derivat sein, ohne eine Arbitrageméglichkeit fiir Hiandler zu bieten.

SUm diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, betrachten wir zunichst die Funktion
e”, welche die Differentialgleichung (14.16) nicht erfiillt. Sie kommt deshalb fiir
einen vom Aktienkurs abhingigen Preis eines Derivates nicht in F rage. Wiirde ein
Instrument existieren, dessen Preis immer e wiire, so wiirde dies eine Arbitrage-
gelegenheit bieten. Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion

e(d?—2r)(T-1)
S

Sie erfiillt die Differentialgleichung und ist deshalb (theoretisch) der Preis eines han-
delbaren Wertpapiers. (Sie entspricht dem Preis eines Derivates, das 1 /ST zum Zeit-
punkt T auszahlt.) Weitere Beispiele fiir handelbare Derivate werden in den Aufga-
ben 14.11, 14.12, 14.23 und 14.28 beleuchtet.

14.7 Risikoneutrale Bewertung

In Kapitel 12 haben wir die risikoneutrale Bewertung in Verbindung mit dem Bino-
mialmodell vorgestellt. Sie ist ohne Zweife! das bedeutendste Instrument fiir die
A.nalyse von Derivaten. Die risikoneutrale Bewertung ergibt sich aus einer wesent-
llF:hen Eigenschaft der Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung (14.16). Diese
Eigenschaft besteht darin, dass in der Gleichung keine Variable vorkommt, die von
den. Risikopriferenzen des Anlegers abhingt. Die in die Gleichung eing’ehenden
Variablen sind der aktuelle Aktienkurs, die Zeit, die Volatilitit des Aktienkurses
und der risikolose Zinssatz. Sie alle sind von Risikopriferenzen unabhingig

Die Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung wire von den Risikopréif.erenzen
fibhiingig, wenn sie die erwartete Rendite 4 aus der Aktie enthalten wiirde. Dies
1s-t dqip begriindet, dass der Wert von x von Risikopriferenzen abhingt. Je stirker
die Risikoaversion der Anleger ist, um so grofer wird p fiir eine beliebige Aktie

S(?in. Erfreulicherweise kann x bei der Herleitung der Differentialgleichung elimi-
niert werden.

14.7 Risikoneutrale Bewertung

Da die Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung unabhidngig von Risikopré-
ferenzen ist, kann eine logische Schlussfolgerung gezogen werden. Wenn Risiko-
priferenzen nicht in die Gleichung eingehen, konnen sie auch nicht die Lésung
beeinflussen. Es kénnen daher beliebige Risikopréferenzen verwendet werden, um f
zu bewerten. Inshesondere kann die einfache Annahme getroffen werden, dass alle
Anleger risikoneutral sind.

In einer Welt, in der die Anleger risikoneutral sind, entspricht die erwartete Ren-
dite auf alle Wertpapiere dem risikolosen Zinssatz r. Der Grund hierfiir ist, dass risi-
koneutrale Anleger keine Prémie fiir die Ubernahme von Risiken einfordern. Zudem
kann der Barwert jedes beliebigen Cash Flow durch Diskontierung des zugehorigen
Erwartungswerts mit dem risikolosen Zinssatz ermittelt werden. Die Annahme einer
risikoneutralen Welt vereinfacht deshalb die Analyse von Derivaten erheblich.

Betrachten wir ein Derivat, das eine Auszahlung zu einem bestimmten Zeitpunkt
bietet. Es kann iiber den risikoneutralen Bewertungsansatz folgendermalen bepreist

werden:

1. Wir nehmen an, dass die erwartete Rendite des zugrunde liegenden Vermégens-
gegenstandes dem risikolosen Zinssatz r entspricht, also u = r.

2. Wir berechnen die erwartete Auszahlung aus der Option am Ende ihrer Laufzeit.

3. Wir diskontieren die erwartete Auszahlung mit dem risikolosen Zinssatz.

Es ist wichtig, daran zu erinnern, dass die risikoneutrale Bewertung (oder die
Annahme, dass alle Anleger risikoneutral sind) nur ein theoretisches Hilfsmittel
ist, um zu Lésungen der Black-Scholes-Merton-Differentialgleichung zu gelangen.
Die erhaltenen Lésungen sind in allen Welten giiltig, nicht nur in jenen, in denen
die Anleger risikoneutral sind. Wenn wir uns von einer risikoneutralen Welt zu
einer risikoaversen Welt bewegen, passieren zwei Dinge. Es dndern sich die erwar-
teten Zuwachsraten der Aktienkurse sowie der Diskontierungssatz, der fiir beliebige
Auszahlungen des Derivates verwendet wird. Es zeigt sich, dass sich diese beiden
Anderungen stets gegenseitig autheben.

Anwendung fir Forward-Kontrakte auf eine Aktie

Wir haben in Abschnitt 5.7 Forward-Kontrakte auf eine dividendenlose Aktie bewer-
tet. In Beispiel 14.5 wurde nachgewiesen, dass die Bewertungsformel die Black-
Scholes-Merton-Differentialgleichung erfiillt. In diesem Abschnitt leiten wir die
Bewertungsformel im Rahmen der risikoneutralen Bewertung her. Wir nehmen an,
dass die Zinssitze konstant und gleich r sind. Dies bedeutet eine grofiere Einschrén-
kung als die in Kapitel 5 getroffene Annahme.

Betrachten wir einen Long-Forward-Kontrakt, der zurzeit T mit dem Abrechnungs-
preis K fillig wird. Wie in Abbildung 1.2 gezeigt wurde, ist der Wert des Kontraktes
bei Félligkeit

Sr—K,

wobei St den Aktienkurs zum Zeitpunkt T bezeichnet. Ausgehend vom Argument
der risikoneutralen Bewertung entspricht der Wert des Forward-Kontraktes zum Zeit-
punkt null dem Erwartungswert in der risikoneutralen Welt zum Zeitpunkt T, dis-
kontiert mit dem risikolosen Zinssatz. Wenn wir den Wert des Forward-Kontraktes
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zum Zeitpunkt null mit f bezeichnen, bedeutet dies
f=e"TESr - K)

wobei E der Erwartungswert in einer risikoneutralen Welt ist. Da K konstant ist, geht
diese Gleichung tiber in
f=eTTESH) —Ke T, (14.17)

Der erwartete Anstieg des Aktienkurses 1 wird in der risikoneutralen Welt zu r.
Folglich wird aus Gleichung (14.4)

E(ST) = Spe'T . (14.18)
Das Einsetzen von Gleichung (14.18) in Gleichung (14.17) ergibt
f=S —Ke T, (14.19)

Dies stimmt mit Gleichung (5.5) iiberein.

14.8 Bewertungsformeln nach Black-Scholes-Merton

Die bekanntesten Losungen der Differentialgleichung (14.16) sind die Black-Scholes-
Merton-Formeln fiir die Preise europdischen Kauf- und Verkaufsoptionen. Sie lauten

¢ = SoN(d1) — Ke *TN(dyp) (14.20)

und
p=Ke "IN(—dy) — SoN(—dy) (14.21)

mit

di = In(So/K) + (r+c%/2)T
oT
In(So/K) + (0 — 02/2)T
dy = —d -
2 T di —o/T.

Die Funktion N(x) ist die kumulative Verteilungsfunktion einer Standardnormalver-
teilung, also die Wahrscheinlichkeit, dass eine Variable mit einer Standardnormal-
verteilung ¢ (0, 1) kleiner als oder gleich x ist. Dies ist in Abbildung 14.3 verdeut-
licht. Die verbleibenden Variablen sind bereits bekannt. Die Variablen cund p sind
die Preise der europiischen Kauf- hzw. Verkaufsoptionen, Sg ist der Aktienkurs zum
Zeitpunkt null, K der Basispreis, r der risikolose Zinssatz bei stetiger Verzinsung, o
die Volatilitit des Aktienkurses und T die Restlaufzeit der Option.

Eine Méglichkeit der Herleitung der Black-Scholes-Merton-Formeln besteht in der
Lésung der Differentialgleichung (14.16) in Abhingigkeit von den in Abschnitt 14.6
erwdhnten Randbedingungen.® (Fiir den Beweis, dass der Call-Preis in Glei-

6 Die Differentialgleichung gibt die Call- und Put-Preise zu einer Zeit { am. Beispiels-

weise ist der Preis einer Kaufoption, der die Differentialgleichung erfiillt, ¢ = SN(d;) —
Ke "T=DN(dy) mit
dy = In(S/K) + (r + 02 /2)(T — 1)
o/T -t

und dy =dy —o/T = 1.

14.8 Bewertungsformeln nach Black-Scholes-Merton

Abbildung 14.3: Der schattierte Bereich entspricht N (x)

chung (14.20) die Differentialgleichung erfiillt, siehe Aufgabe 14.17.} Ein anderer
Ansatz ist die Verwendung der risikoneutralen Bewertung. Betrachten wir eine euro-
péische Kaufoption. Der Erwartungswert einer Option in einer risikoneutralen Welt
betragt zum Félligkeitszeitpunkt

E‘[max(ST - K, 0)] ,

wobei wie bisher £ der Erwartungswert in einer risikoneutralen Welt ist. Der Preis ¢
der europdischen Kaufoption ist dieser Erwartungswert, diskontiert mit dem risiko-

losen Zinssatz, d. h.
¢ = e T E[max(Sy — K, 0)] . (14.22)

Im Anhang dieses Kapitels wird gezeigt, dass diese Gleichung zu dem Ergebnis
(14.20) fiihrt.
Um eine Interpretation der Terme in Gleichung (14.20) zu geben, stellen wir die

Gleichung um:
c= e "T[SoN(dD)e'T — KN(dy)] . (14.23)

Der Ausdruck N(dz) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass die Option in einer
risikoneutralen Welt ausgeiibt wird. Somit ist KN(d2) das Produkt aus dem Basis-
preis und der Wahrscheinlichkeit, dass der Basispreis ausgezahlt wird. Der Ausdruck
SoN(dy)e'T ist der Erwartungswert einer Variablen, die in der risikoneutralen Welt
gleich St ist, wenn St > K gilt, und anderenfalls den Wert null hat.

Die Gleichung (14.20) gibt auch den Wert einer amerikanischen Kaufoption auf
eine dividendenlose Aktie an, da es nie optimal ist, eine solche Option vorzeitig
auszuiiben (siehe Abschnitt 9.5). Leider konnte bislang fiir den Wert einer amerika-
nischen Verkaufsoption auf eine dividendenlose Aktie keine exakte analytische For-
mel gefunden werden. In Kapitel 20 werden numerische Verfahren und analytische
Niherungslésungen zur Bewertung amerikanischer Verkaufsoptionen behandelt.

Wenn die Black-Scholes-Merton-Formel in der Praxis angewendet wird, wird der
Zinssatz r dem risikolosen Zerobond-Zinssatz fiir eine Laufzeit von T gleichgesetzt.
Wie wir in spéteren Kapiteln zeigen werden, ist dies theoretisch korrekt, wenn r eine

399
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bekannte Funktion der Zeit ist. Unter Verwendung eines stochastischen Zinssatzes
ist dieses Vorgehen ebenfalls theoretisch korrekt, wenn der Aktienkurs zum Zeit-
punkt T lognormalverteilt ist und ein sinnvoller Volatilitédtsparameter Verwendung
findet. Wie bereits erwdhnt wird die Zeit normalerweise als Anzahl der verbleiben-
den Handelstage wihrend der Restlaufzeit der Option geteilt durch die Anzahl der
Handelstage eines Jahres angegeben.

Eigenschaften der Black-Scholes-Merton-Formeln

Wir zeigen nun, dass die Black-Scholes-Merton-Formeln verniinftige Eigenschaften
besitzen, wenn einige der Parameter Extremwerte annehmen.

Wenn der Aktienkurs Sp sehr groB wird, ist es nahezu sicher, dass die Kaufop-
tion ausgetibt wird. Sie wird dann einem Forward-Kontrakt mit einem Abrechnungs-
preis K sehr dhnlich. Nach Gleichung (5.5) erwarten wir einen Callpreis von

So — Ke_rT .

Dies entspricht tatsdchlich dem iiber Gleichung (14.20) berechneten Preis der Kauf-
option. Wenn Sy sehr groB wird, werden sowohl dj als auch d sehr groB, und N(d1)
sowie N(dz) konvergieren beide gegen 1,0. Wenn der Aktienkurs sehr groff wird,
geht der Preis p einer européischen Verkaufsoption gegen null. Dies stimmt mit Glei-
chung (14.21) tiberein, da N(—d;) und N(—dz) in diesem Fall beide gegen null kon-
vergieren.

Als Nichstes betrachten wir, was passiert, wenn die Volatilitit o gegen null geht.
Weil die Aktie nahezu risikolos ist, wird ihr Preis entsprechend dem Zinssatz r auf
Soe'T zum Zeitpunkt T steigen, und die Auszahlung der Kaufoption betriigt

max(Spe'! — K, 0) .
Diskontiert mit dem Zinssatz r, ergibt sich als heutiger Wert der Kaufoption
e~ T max(Sge'T — K,0) = max(Syg — Ke™'T,0) .

Um zu zeigen, dass dies mit Gleichung (14.20) konsistent ist, nehmen wir zunéchst
an, dass Sg > Ke™ 1T gilt. Dies bedeutet, dass In(So/K)+rT > 0ist. Wenn o gegen null
geht, gehen di und d3 gegen +oo, sodass N(dy) und N(dz) gegen 1,0 konvergieren
und Gleichung (14.20)

c=38g— Ke T

liefert. Falls Sp < Ke™'T gilt, folgt In(Sg/K) +rT < 0. Wenn o gegen null geht, gehen
di und dz gegen —oo, sodass N(d1) und N(dy) wiederum gegen null gehen und
Gleichung (14.20) einen Preis des Calls von null ergibt. Wenn o gegen null geht, ist
der Preis des Calls deshalb immer max(Sg — Ke™ 7, 0). In gleicher Weise kann man
zeigen, dass fiir den Preis des Puts immer max(Ke "7 — Sy, 0) gilt, wenn o gegen null
geht.

14.9 Kumulierte Normalverteilungsfunktion

Bei der Umsetzung der Gleichungen (14.20) und (14.21) miissen Werte der kumulier-
ten Normalverteilungsfunktion N(x) berechnet werden. Am Schluss dieses Buches

14.10 Optionsscheine und Mitarbeiteroptionen

befinden sich Tabellen fiir N(x). Die Funktion NORMSDIST bzw. STANDNORM-
VERT in Excel berechnet N(x) ebenfalls auf bequeme Weise.

\

Sechs Monate vor dem Verfall einer Option betrdgt der Aktien-
kurs 42 §, der Basispreis der Option liegt bei 40 $, der risikolose
Zinssatz bei 10% per annum und die Volatilitédt bei 20% per annum. Es gilt also
So=42,K=40,r=0,1,0 =02, T =0,5,

Beispiel 14.6

_ In(42/40) + (0,1 +0,2%/2) - 0,5

d = 0,7693
1 0,2./0,5
2
,1—0,22/2)-0,5
by = In(42/40) + (0,1 - 0,22/2) =0,6278
0,24/0,5

und
Ke™ T = 407995 = 38,049

Handelt es sich um eine européische Kaufoption, so ist ihr Wert ¢ durch
¢ =42N(0,7693) — 38,049N(0,6278)
gegeben. Im Fall einer européischen Verkaufsoption betrdgt der Wert p
p = 38,049N(-0,6278) — 42N (—0,7693) .

Unter Verwendung der NORMSDIST- bzw. STANDNORMVERT-Funktion in
Excel erhalten wir

N(0,7693) = 0,7791, N(-0,7693) = 0,2209,
N(0,6278) = 0,7349, N(-0,6278) = 0,2651,
sodass
c=4,76, p=0,81.

Vernachlissigt man den Zeitwert des Geldes, muss der Aktienkurs um 2,76 $
steigen, damit der Erwerber einer europiischen Kaufoption in die Gewinnzone
gelangt. Analog muss er um 2,81 $ fallen, damit der Erwerber einer europiiischen

Verkaufsoption in die Gewinnzone gelangt. /

14.10 Optionsscheine und Mitarbeiteroptionen

Die Ausilibung eines Plain-Vanilla-Calls auf die Aktien eines Unternehmen hat keine
Auswirkungen auf die Anzahl der in Umlauf befindlichen Aktien des Unternehmens.
Besitzt der Optionsverkdufer die Aktie des Unternehmens nicht, dann muss er sie
ganz normal am Markt kaufen und dann zum Basispreis an den Optionsinhaber ver-
kaufen. Wie in Kapitel 9 erldutert, unterscheiden sich Optionsscheine und Mitarbei-
teroptionen von Standard-Calls dadurch, dass ihre Auslibung dazu fiithrt, dass das
Unternehmen zusétzliche Aktien herausgibt und diese zum Basispreis an den Opti-

401




Das Black-Scholes-Merton-Modell

onsinhaber verkauft. Da der Basispreis unter dem Marktpreis liegt, verschlechtert
dies die Position der Altaktionire (Verwésserungseffekt).

Auf welche Weise sollte diese Verschlechterung der Position die Art der Bewertung
von im Umlauf befindlichen Optionsscheinen und Mitarbeiteroptionen beeinflus-
sen? Wenn man einen effizienten Kapitalmarkt unterstellt, dann ist die potenzielle
Auswirkung aller ausstehenden Optionsscheine und Mitarbeiteroptionen bereits im
Aktienkurs enthalten. Dies wird in Business Snapshot 14.3 erklirt.”

Business Snapshot 14.3 ~ Optionsscheine,
Mitarbeiteroptionen und der Verwasserungseffekt

Wir betrachten ein Unternehmen mit 100 000 ausstehenden Aktien zum Wert
von je 50 $. Dieses Unternehmen tiberrascht den Markt mit der Ankiindigung,
dass es seinen Mitarbeitern 100 000 Aktienoptionen mit einem Basispreis von
50 $ und einer Sperrfrist von drei Jahren gewihrt. Sieht der Markt nur einen
geringen Nutzen fiir die Aktionédre aus den Mitarbeiteroptionen in Form von
reduzierten Gehéltern und héhermotivierten Managern, dann wird der Aktien-
preis direkt nach der Ankiindigung fallen. Fillt er etwa auf 45 $, betrégt der Ver-
wiisserungseffekt 5 $ pro Aktie bzw. 500 000 $ insgesamt.

Angenommen, das Unternehmen entwickelt sich wihrend der Sperrfrist sehr
positiv, sodass der Aktienpreis am Ende der drei Jahre bei 100$ liegt. Weiter-
hin nehmen wir an, dass alle Optionen zu diesem Zeitpunkt ausgeiibt werden.
Die Auszahlung an die Angestellten betrdgt 50 $ pro Option. Man kénnte nun
versucht sein zu behaupten, dass durch die Vermischung der 100000 Aktien
mit Wert 100 $ mit den 100 000 Aktien mit Wert 50 $ eine weitere Verwisserung
eintritt, sodass (a) der Aktienkurs auf 75 $ féllt und (b) die Auszahlung an die
Optionsinhaber nur 25 $ betrégt. Diese Argumentation ist jedoch fehlerhaft. Der
Markt hat die Ausiibung der Optionen antizipiert und dies spiegelt auch der
Aktienpreis wider. Die Auszahlung aus jeder ausgetiibten Option betrégt 50 $.

Dieses Beispiel verdeutlicht, dass effiziente Kapitalmérkte die Auswirkungen
von Mitarbeiteroptionen oder Optionsscheinen bereits bei deren Ankiindigung
im Aktienkurs reflektieren und diese bei der Bewertung der Optionen nicht noch
einmal berticksichtigt werden miissen. /

Betrachten wir nun die Lage, in der sich ein Unternehmen befindet, das die Neuemis-
sion von Optionsscheinen (oder Mitarbeiteroptionen) in Betracht zieht. Wir nehmen
an, dass das Unternehmen die Kosten der Emission berechnen mochte, und setzen
voraus, dass keine Ausgleichszahlungen erfolgen. Das Unternehmen habe bereits N
Aktien ausgegeben, deren Wert jeweils Sp betrégt, und die geplante Anzahl an Opti-
onsscheinen sei M, wobei jeder Optionsschein dem Inhaber das Recht zum Kauf von

7 Analysten gehen manchmal davon aus, dass die Summe der Werte der Optionsscheine und
der Aktien (anstelle des reinen Aktienwertes) lognormalverteilt ist. Dies fithrt zu einem
der Black-Scholes-Gleichung sehr dhnlichen Ergebnis fiir den Wert eines Optionsscheins
in Abhingigkeit vom Wert des Optionsscheins. Siehe auch Technical Note 3 auf der Home-
page des Autors (www.rotman.utoronto.ca/~hull/TechnicalNotes), in der dieses Modell
erklirt wird.

14.10 Optionsscheine und Mitarbeiteroptionen

einer Aktie gibt. Der aktuelle Wert des Unternehmens betrigt NSp. Dieser Wert andert
sich nicht bei Emission der Optionsscheine. Ohne die Emission der Optionsscheine
sei der Preis der Aktien bei Filligkeit der Optionsscheine St. Das heifit, dass (mit
oder ohne Emission der Optionsscheine) der Gesamtwert von Aktien und Options-
scheinen zu einem Zeitpunkt T gleich St ist. Werden die Optionsscheine ausgeiibt,
gibt es einen Barzufluss durch den Basispreis, der den Gesamtwert auf NSt + MK
ansteigen ldsst. Dieser Wert verteilt sich auf N+ M Aktien. Damit betriigt der Aktien-
preis unmittelbar nach der Ausiibung der Option

NSt + MK
N+M

Der Optionsscheininhaber erhilt daher bei der Ausiibung des Optionsscheins eine

Auszahlung von
NS+ MK
N+M
bzw.

N sk
NPT -

Der Wert des Optionsscheins ist demnach der Wert von
N
N+M

reguldren Kaufoptionen auf die Aktie des Unternehmens. Die Gesamtkosten der
Optionen sind dann das M-fache dieses Wertes. Da wir annehmen, dass das Unter-
nehmen nicht von der Optionsschein-Emission profitiert, verringert sich der Gesamt-
wert des Unternehmens zum Zeitpunkt der Bekanntmachung der Entscheidung fiir
die Emission der Optionsscheine um diese Kosten. Der Aktienkurs fillt folglich um
den Wert einer reguldren Kaufoption (Basispreis K, Laufzeit T) multipliziert mit dem
Faktor

MN
N+M’

\

Beispiel 14.7 Ein Unternehmen mit 1 Million Aktien zum Wert von jeweils
40 $ zieht die Emission von 200 000 Optionsscheinen in Betracht,
von denen jeder das Recht auf Kauf einer Aktie zum Basispreis von 60 $ in fiinf
Jahren beinhaltet. Das Unternehmen méchte die Kosten der Emission ermitteln.
Der Zinssatz betrage 3% per annum, die Volatilitit 30%. Das Unternehmen
zahlt keine Dividenden. Nach Gleichung (14.20) betrigt der Wert einer fiinfjih-
rigen européischen Kaufoption auf die Aktie 7,04 $. Es gilt N = 1000000 und
M = 200 000, sodass jeder Optionsschein den Wert

1000000
1000000+ 200000 -1

-7,04 =5,87,

also 5,87 §, hat. Die Gesamtkosten der Optionsscheinausgabe betragen 200 000
- 5,87 = 1,17 Millionen §. In der Annahme, dass die Emission keine weiteren
Vorteile mit sich bringt, sollte man erwarten, dass der Aktienpreis um 1,17 $ auf

38,83 $ zuriickgeht. j
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14.11 Implizite Volatilitaten

Ein Parameter der Black-Scholes-Merton-Bewertungsformeln kann nicht direkt becb-
achtet werden: die Volatilitit des Aktienkurses. In Abschnitt 14.4 erdrterten wir, wie
diese aus historischen Aktienkursen geschiitzt werden kann. In der Realitit arbei-
ten die Hindler gewdhnlich mit so genannten impliziten Volatilitdten. Das sind die
Volatilititen, die in den am Markt beobachteten Optionspreisen enthalten sind.3

Zur Veranschaulichung der Berechnung impliziter Volatilititen nehmen wir an,
dass der Wert einer européischen Kaufoption auf eine dividendenlose Aktie 1,875
betrigt, wenn Sg = 21, K = 20, r = 0,1 sowie T = 0,25. Die implizite Volatilitit ist
jener Wert von o, welcher beim Einsetzen in Gleichung (14.20) den Wert ¢ = 1,875
ergibt. Leider kann man Gleichung (14.20) nicht so umformen, dass ¢ als Funktion
von Sg,K,r, T und ¢ ausgedriickt wird. Man kann jedoch ein iteratives Verfahren
benutzen, um das erforderliche ¢ zu ermitteln. Wir kénnen z. B. mit dem Versuch
o = 0,20 starten. Dies ergibt den Wert ¢ = 1,76, welcher zu niedrig liegt. Da ¢ eine in
o steigende Funktion ist, wird fiir o ein héherer Wert bendtigt. Als Néchstes kdnnen
wir fiir ¢ den Wert 0,30 einsetzen. Fiir ¢ ergibt dies einen Preis von 2,10, der zu hoch
ist. Das bedeutet, dass o zwischen 0,20 und 0,30 liegen muss. Nun testen wir den
Wert 0,25 fiir . Dieser stellt sich ebenfalls als zu hoch heraus und zeigt, dass o zwi-
schen 0,20 und 0,25 liegt. Auf diese Weise kann der Bereich fiir o mit jedem Iterati-
onsschritt halbiert und der Wert fiir o mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden.?
In diesem Beispiel betrdgt die implizite Volatilitat 0,235 bzw. 23,5% per annum. Ein
ghnliches Verfahren kann in Verbindung mit Binomialbdumen angewendet werden,
um die impliziten Volatilititen von amerikanischen Optionen zu ermitteln.

Implizite Volatilititen werden verwendet, um die Marktmeinung iiber die Volatili-
tit einer bestimmten Aktie zu beobachten. Wihrend historische Volatilititen (siehe
Abschnitt 14.4) riickwirkend ermittelt werden, blicken implizite Volatilititen in die
Zukunft. Hindler verwenden hiufig die implizite Volatilitit einer Option anstelle
ihres Preises. Das ist sehr praktisch, da die implizite Volatilitdt im Normalfall gerin-
ger schwankt als der Optionspreis. Wie wir in Kapitel 19 erldutern werden, werden
implizite Volatilitdten von aktiv gehandelten Optionen dazu benutzt, die geeigneten
impliziten Volatilitdten anderer Optionen zu schitzen.

Der VIX-Index

Die CBOE verdffentlicht Indizes fiir implizite Volatilitdten. Der am weitesten ver-
breitete Index, der SPX VIX, ist ein Index der impliziten Volatilitit von 30-Tages-
Optionen auf den S&P 500, berechnet iiber eine groBe Anzahl von Calls und Puts.'0
Wie der Index berechnet wird, beschreiben wir in Abschnitt 25.15. Der Handel mit
Futures auf den VIX begann 2004, Optionen auf den VIX werden seit 2006 gehandelt.
Ein Handel mit Futures oder Optionen auf den S&P 500 ist ein Geschéft sowohl auf
den zukiinftigen Stand des S&P 500 als auch auf seine Volatilitdt. Dagegen stellt ein

8 Mit DerivaGem kann man implizite Volatilititen fiir europdische und amerikanische Optio-
nen ermitteln.

9 Diese Methode haben wir zu Illustrationszwecken verwendet. In der Praxis werden oft bes-
sere Methoden, wie z. B. die Newton-Raphson-Methode, eingesetzt (siche Fulinote 3 in Kapi-
tel 4). DerivaGem kann zur Berechnung impliziter Volatilitdten eingesetzt werden.

10 In analoger Weise ist der VXN ein Index der Volatilitit des NASDAQ 100-Index und der
VXD ein Index der Volatilitit des Dow Jones Industrial Average.
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Abbildung 14.4; Der ViX-Index zwischen Januar 2004 und Juli 2010

Futures- oder Optionskontrakt auf den VIX nur eine Wette auf die Volatilitdt dar. Ein
Kontrakt umfasst das 1000-fache des Indexwerts.

'l Angenommen, ein Héndler kauft einen April-Futures-Kontrakt
auf den VIX bei einem Futures-Kurs von 18,5 (der einer Vola-
tilitit der 30-Tage-Optionen auf den S&P 500 von 18,5% entspricht). Er gleicht
die Position bei einem Futures-Kurs von 19,3 (der einer Volatilitdt der 30-Tage-
Optionen auf den S&P 500 von 19,3% entspricht) aus. Der Hindler erzielt einen
Profit von 800 $. /

Abbildung 14.4 zeigt den Verlauf des VIX-Index zwischen Januar 2004 und Juli
2010.Von 2004 bis Mitte 2007 bewegte sich der Index im Bereich zwischen 10 und
20. Er stieg im zweiten Halbjahr 2007 auf 30 an und erreichte den Rekordwert von 80
im Oktober/November 2008 nach dem Konkurs von Lehman Brothers. Anfang 2010
war der Index wieder auf Normalwerte zuriickgegangen. Im Mai 2010 sprang er aber
wieder aufgrund der Staatsschuldenkrise in Europa auf iiber 45.

Beispiel 14.

14.12 Dividenden

Bisher wurden ausschlieBlich Optionen auf Aktien ohne Dividendenzahlung betrach-
tet. In diesem Abschnitt erweitern wir das Black-Scholes-Merton-Modell, um Divi-
denden beriicksichtigen zu kénnen. Wir nehmen an, dass der Betrag und die Zeit-
punkte der Dividenden wéhrend der Laufzeit einer Option mit Sicherheit vorausge-
sagt werden konnen. Fiir kurzfristige Optionen ist dies eine nicht allzu unverniinftige
Annahme. (Bei lingerfristigen Optionen nimmt man gewohnlich an, dass statt der
Hohe der Dividendenzahlungen die Dividendenrendite bekannt ist. Dann kénnen
Optionen so bewertet werden, wie es im nichsten Kapitel beschrieben wird.) Dabei
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sollte man eine Auszahlung der Dividende zum Ex-Dividende-Zeitpunkt unterstel-
len. An diesem Tag fillt der Aktienkurs um die Héhe der Dividende. 1!

Europdische Optionen

Europiische Optionen kénnen unter der Annahme analysiert werden, dass der Akti-
enpreis die Summe zweier Komponenten darstellt: einer risikolosen Komponente,
welche den bekannten Dividenden wihrend der Laufzeit der Option entspricht, und
einer risikobehafteten Komponente. Die risikolose Komponente entspricht zu jedem
beliebigen Zeitpunkt dem Barwert aller wihrend der Optionslaufzeit auftretenden
Dividenden, diskontiert mit dem risikolosen Zinssatz iiber den Zeitraum bis zum
Ausschiittungstag. Zum Zeitpunkt der Filligkeit der Option sind alle Dividenden
gezahlt worden und die risikolose Komponente existiert nicht mehr. Daher ist die
Black-Scholes-Merton-Formel korrekt, falls Sg der risikobehafteten Komponente des
Aktienkurses entspricht und o die Volatilitit des Prozesses ist, dem die Risikokom-
ponente folgt.12

Im Anwendungssinne bedeutet dies, dass die Black-Scholes-Merton-Formeln ein-
gesetzt werden konnen. Voraussetzung ist, dass der Aktienpreis um den Barwert aller
Dividenden wihrend der Optionslaufzeit reduziert wird, wobei die Diskontierung
tber die Zeitrdume bis zu den Ex-Dividende-Tagen mit dem risikolosen Zinssatz
erfolgt. Eine Dividende fillt, wie bereits erwihnt wurde, nur dann in die Laufzeit
der Option, wenn ihr Ausschiittungstermin innerhalb der Laufzeit der Option liegt.

\

- Beispiel 14.9 AL betrachten eine européische Kaufoption auf eine Aktie mit

Ex-Dividende-Tagen in zwei und in fiinf Monaten. An jedem Ex-
Dividende-Tag wird eine Dividende von 0,50 $ erwartet. Der aktuelle Aktienpreis
betrégt 40 §, der Basispreis betréigt ebenfalls 40 $, die Volatilitit des Aktienkurses
liegt bei 30% per annum, der risikolose Zinssatz bei 9% per annum, die Laufzeit
betréigt noch sechs Monate. Der Barwert der Dividenden betrigt

0,56-—0,1667-0,09 + 0,58—0,4167-0,09 = 0,9742 .

Der Optionspreis kann nun mit der Black-Scholes-Formel und den Werten So =

14.12 Dividenden

Es ist
2

» 2 - ’5

dy = In(39,0258/40) + (0,09 +0,3%/2) - 0.5 _ 0
0,3.,/0,5
2
_ 2)-0,5
b e In(39,0258/40) + (0,09 - 0,3%/2) 0,5 _ 10,
0,3./0,5

Unter Verwendung der NORMSDIST- bzw. STANDNORMVERT-Funktion in

Excel ergibt sich '
N(dy) =0,5800, N(d3) = 0,4959,

womit als Preis der Kaufoption aus Gleichung (14.20)

39,0258 - 0,5800 — 406~ %9905 . 0 4959 = 3 67 ,

40—-0,9742 = 39,0258, K = 40, r = 0,09, 0 = 0,3 und T = 0,5 berechnet werden.

11 Aus steuerlichen Griinden kann es sein, dass der Aktienpreis um etwas weniger als den
vollen Betrag der Dividenden zuriickgeht. In Beriicksichtigung dieser Tatsache sollte das
Wort Dividende in diesem Abschnitt interpretiert werden als der durch die Ausschiittung
der Dividende am so genannten Ex-Dividende-Tag verursachte Riickgang des Aktienpreises.
Wenn also mit einer Dividende von 1 $ pro Aktie gerechnet wird und der Kurs im Normalfall
um 80% der am Ex-Dividende-Tag gezahlten Dividende zuriickgeht, sollte im Rahmen der
Analyse eine Dividende von 0,80 § angenommen werden.

12 In der Theorie entspricht dies nicht ganz der Volatilitit des stochastischen Prozesses, dem
der gesamte Aktienkurs folgt. Die Volatilitit der Risikokomponente ist in etwa gleich der
Volatilitit des gesamten Aktienkurses multipliziert mit Sg/(Sg—D), wobei D den Barwert der
Dividenden bezeichnet. Eine Anpassung ist jedoch nur dann notig, wenn die Volatilititen
unter Verwendung historischer Daten geschitzt werden. Die implizite Volatilitét wird nach
Abzug des Barwertes der Dividenden vom Aktienpreis berechnet und stellt die Volatilitit
der Risikokomponente dar.

also 3,67 $, resultiert. /

-

Amerikanische Optionen

Wir betrachten nun amerikanische Kaufoptionen. In Abschnitt 10.5 hatten wir
gezeigt, dass diese amerikanische Optionen niemals vorzeitig ausgeiibt werden soll-
ten, wenn keine Dividenden gezahlt werden. Wenn Dividendenzahlungen anfallen,
veranschaulicht eine Erweiterung dieses Arguments, dass eine Ausiibung nur zu
einem Zeitpunkt direkt vor einem Ausschiittungstermin optimal ist. Wir nehmen
an, dass n Ausschiittungstage erwartet werden und #1, 2, ..., Zeitpunkte unmit-
telbar vor den Ex-Dividende-Tagen sind, wobei t; < 5 < t3 < ... < tu. Die zu
den jeweiligen Terminen gehdrenden Dividenden werden wir mit Dy, Do, ..., Dy
bezeichnen.

Wir beginnen mit der Betrachtung einer méglichen vorzeitigen Ausiibung unmit-
telbar vor dem letzten Ex-Dividende-Tag (d. h. zum Zeitpunkt t;). Wird die Option
zum Zeitpunkt £, ausgeiibt, erhélt der Anleger

S(tn) — K

Wird die Option nicht ausgeiibt, fillt der Aktienpreis auf S(t;) — Dp. Wie man aus
Gleichung (10.8) erkennen kann, ist der Wert der Option dann groBer als

S(tp) — Dp — Ke H{T—tn)
Daraus folgt, dass es im Fall
S(tn) — Dn —Ke "™ = S(ty) — K,

d. h.
Dp < K(l - e—’(T—t">) , (14.24)

nicht optimal sein kann, die Option zum Zeitpunkt ¢, auszuiiben. Andererseits kann

man zeigen, dass es, falls
D > K(1 - o710t} (14.25)
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gilt, bei jeder verniinftigen Annahme tiber den vom Aktienpreis befolgten stochasti-
schen Prozess und einem hinreichend groBen Wert von S(Ty) immer optimal ist, die
Option zum Zeitpunkt ¢, auszuiiben. Die Ungleichung (14.25) wird tendenziell eher
erfiillt, wenn der letzte Ex-Dividende-Tag nahe am Verfalltag der Option liegt (d. h.
T — ty ist klein) und die Dividende hoch ist.

Betrachten wir nun den Zeitpunkt ¢,-1, den vorletzten Ex-Dividende-Tag. Wird
die Option zum Zeitpunkt ;1 ausgeiibt, so erhilt der Anleger

S(tp-1) — K

Wird die Option zum Zeitpunkt t,_1 nicht ausgetibt, féllt der Aktienpreis auf S(t5—1)
~Dp—1. Der fritheste Zeitpunkt, an dem die Option wieder ausgeiibt werden kann,
ist #. Folglich ist nach Gleichung (10.8)

S(tn—1) — Dp—q — KeTtn=tn-1)

eine Wertuntergrenze fiir den Optionspreis, falls diese nicht zum Zeitpunkt t,_q
ausgetlibt wird. Hieraus folgt, dass im Fall

S(tn—1) — Dp—q — Ke Pn=tn-1) > g(tp_4) — K

bzw.
Dp-1 < K(l - e—r(tn;t,,,l))

die Ausiibung der Option zum Zeitpunkt ;1 nicht optimal ist. Analog gilt fiir alle
i < n, dass die Ausiibung zum Zeitpunkt ¢; nicht optimal ist, falls

D; < K(l _ e—’(tiﬂ*ti)) (14.26)
Die Ungleichung (14.26) ist anndhernd dquivalent mit
D; < Kr(tjpq — tp).

Unter der Annahme, dass K ziemlich nahe beim aktuellen Aktienpreis liegt, miisste
die Dividendenrendite unter dem risikolosen Zinssatz liegen, damit diese Unglei-
chung erfiillt ist. Dies ist oft der Fall.

Aus dieser Analyse konnen wir schlussfolgern, dass in den meisten Féllen der ein-
zige Zeitpunkt, den man fiir eine vorzeitige Ausilibung einer amerikanischen Kauf-
option in Betracht ziehen muss, der letzte Ex-Dividende-Tag #; ist. Dariiber hinaus
kénnen wir sicher sein, dass eine vorzeitige Ausiibung keinesfalls optimal ist, wenn
Ungleichung (14.26) fiir i = 1, 2, ..., n—1 und zusétzlich Ungleichung (14.24) gelten.

Black-Approximation

Black schldgt ein Ndherungsverfahren zur Beriicksichtigung der vorzeitigen Aus-
iibung von Kaufoptionen vor.’® Es umfasst die (in diesem Abschnitt bereits beschrie-
bene) Berechnung der Preise von europédischen Optionen mit den Laufzeiten T und
tn und die anschlieBende Gleichsetzung des Preises der amerikanischen Option mit

13 Siehe F. Black, ,Fact and Fantasy in the Use of Options“, Financial Analysts journal, 31
(Juli/August 1975), 3641, 61-72.
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dem gréBeren der beiden Werte. Diese Approximation scheint in den meisten Fillen
gut zu funktionieren.4

~

Beispiel 14.10 Wir betrachten die Situation von Beispiel 14.9, allerdings mit
einer amerikanischen statt einer europiischen Option. In die-
sem Fall ist D1 = Dy = 0,5, Sp =40, K = 40, r = 0,09, t; = 2/12 und t; = 5/12.

Weil
K(1 - e—’(tz—tﬂ) - 40(1 - e_0’09'0’25) =0,89

grober als 0,5 ist, folgt (siehe Ungleichung {14.26)), dass die Option keinesfalls
unimittelbar vor dem ersten Ex-Dividende-Tag ausgeiibt werden sollte. Weiterhin
folgt, da

K(l _ e-—r(T—tz)) = 40(1 _ 8—0,09-0,0833) =0,30

kleiner als 0,5 ist, dass die Option, wenn sie sich ausreichend tief im Geld befin-
det, unmittelbar vor dem zweiten Ex-Dividende-Tag ausgeiibt werden sollte.

Wir bewerten nun die Option mit der Black-Approximation. Der Barwert der
ersten Dividende betrégt

0,5¢70-1667:0.09 - 9 4926,

sodass der Wert der Option, unter der Annahme, dass sie unmittelbar vor dem
letzten Ex-Dividende-Tag verfillt, mit der Black-Scholes-Merton-Formel unid den
Werten Sg = 39,5074, K = 40, r = 0,09, ¢ = 0,30 und T = 0,4167 berechnet
werden kann. Er betrégt 3,52 $. Der Wert der Option, wenn sie ausschlieBlich
am Ende der sechs Monate ausgeiibt werden kann, betrigt gem#B Beispiel 14.9
3,67 $. Da bei der Black-Approximation der gréBere der beiden Werte herangezo-
gen wird, ergibt sich als Wert der amerikanischen Kaufoption 3,67 $.

Die Option kann, wie wir in Abschnitt 20.3 beschreiben werden, mithilfe
eines Binomialbaums bewertet werden. Wie gesehen, ist der Wert der Option,
den DerivaGem mit 500 Zeitschritten liefert, 3,72 $. (Man beachte, dass Deri-
vaGem die Eingabe der Dividenden in chronologischer Reihenfolge verlangt.
Die Zeit bis zur Dividendenauszahlung in Spalte 1, die Héhe der Dividende
in Spalte 2.) Fiir die Unterschiede zwischen dem Binominalmodell (BM) und
der Black-Approximation (BA) gibt es zwei Griinde. Der erste Grund betrifft
die Wahl des Zeitpunktes fiir die Entscheidung zur vorzeitigen Ausiibung, der
zweite betrifft die Art und Weise, wie die Volatilitét verwendet wird. Die Wahl
des Zeitpunktes fiir die Entscheidung zur vorzeitigen Ausiibung sorgt dafiir, dass
der Wert im BM tendenziell gréfier wird als bei der BA. Bei der BA wird davon
ausgegangen, dass der Inhaber heute entscheiden muss, ob er die Option in fiinf
oder in sechs Monaten ausiiben will: Das BM erlaubt, dass die Entscheidung iiber

14 Eine exakte Formel, welche von Roll, Geske und Whaley zur Bewertung von Calls mit nur
einem Ausschiittungstermin vorgeschlagen wurde, findet sich in Technical Note 4 auf der
Homepage des Autors (www.rotman.utoronto.ca/~hull/TechnicalNotes). Darin kommt
die zweidimensionale Normalverteilung vor. Ein Verfahren zur Berechnung dieser Funktion
wird in Technical Note 5 ebenfalls auf der Homepage des Autors angegeben.
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die vorzeitige Ausiibung zum Zeitpunkt in fiinf Monaten vom Aktienkurs abhén-
gen darf. Die Art und Weise, wie die Volatilitdt verwendet wird, lésst tendenziell
den BA-Wert grofer werden als den BM-Wert. Wenn wir bei der BA eine Aus-
iibung nach fiinf Monaten annehmen, bezieht sich die Volatilitit auf den Akti-
enkurs minus dem Barwert der ersten Dividende. Nehmen wir eine Ausiibung
nach sechs Monaten an, bezieht sich die Volatilitit auf den Aktienpreis minus

\dern Barwert der beiden Dividenden. /
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